Ejercicios operaciones con subespacios

Sean V un K-espacio vectorial y S y T' dos subespacios de V.

La interseccién de S y T es:

SNT={veV/veSyveT}

El subespacio SNT es el mayor subespacio contenido simultaneamente en los subespacios
SyT.

» Lasumade Sy T es:

S+T={veV/v=uv +uvy parav, € Sywvy €T}

El subespacio suma S + T es el menor subespacio que contiene simultamente a Sy a T
» Si Bg = {u1, -+ ,u,} es una base de S'y Br = {wy, -+ ,w,,} es una base de T" entonces

S+T:gen{u1a”' y Up,y W1y - 7wm}

» Si SNT = {0y}, diremos que la suma de S y T es directa y la notaremos S @ T'.

= El teorema de la dimensién establece la siguiente férmula que relaciona las dimensiones
de S+7T7,SNT,SyT:

dim(S +T) = dim(S) + dim(T) — dim(SNT)

L. Sean S={z€eR/z—y+2=0yT=gen{(1 —10)",(211)7}.

a) Hallar SNT y S+ T.

)
b) Hallar una base B de R?® que contenga a una base de S y a una base de 7.
c¢) Hallar las coordenadas de w = (1 — 1 2)7 en la base B.

d) Hallar un subespacio W C R3 tal que S & W = R3.

a) Los vectores v € SNT verificanv € Syv e T.
Un vector v pertenece a T' si y sélo si existen a, € R tales que

v=a(l =107 +8211)7 = (a+28 —a+8B)T

Veamos que condicién tienen que cumplir «v y 3 para que estos vectores pertenezcan
as:
veSer—y+2=0

(@+28)—(—a+p)+0=020+20=0< 0 =—«
Entonces los vectores de S NT son de la forma:

v=(—a —2a —a)l = (—a)(12 1)

La interseccién es

SNT =gen{(121)"}



Una base de SNT es Bsnr = {(12 )7} y dim(SNT) = 1.
Usando el teorema de la dimensién:

dim(S+T) =dim(S) +dim(T) —dim(SNT)=2+2—-1=3

Como S+ T CR3 y dim(S +T) = dim(R?) = 3, entonces S + T = R3.

Buscamos una base B = {v1, v2,v3} de R? de modo que dos de esos vectores formen
una base de S y dos de ellos formen una base de 7. Podemos tomar estos vectores
de la forma v, € S, v, € SNT yvz €T.

Por ejemplo, v; = (11 0)7, v =(121)T yv3 = (1 —10)7.

El conjunto B = {(110)7,(12 1)T,(1 —10)"} es una base de R? ya que tiene 3
vectores y es un conjunto de generadores de S+ 7T = R3. Por lo tanto también es un
conjunto LI.

Busquemos las coordenadas de w = (I — 1 2) en la base B. Dichas coordenadas
son [w]? = (a bc)T tales que

w=a(110)" +b(121)" +c(1 —10)7"

Para hallarlas hay que resolver el sistema

a+b+c=1

a+2b—c=-1

b=2
La solucion de este sistema es a = —3, b = 2, ¢ = 2.

Luego, [w]? = (-3 22)T.
También podemos hallar las coordenadas de w a través de la matriz de cambio de
base ME, donde E es la base canénica de R3, ya que

Mg [w]” = [w]”

Recordemos que
M = (Mg)™

La matriz ME es facil de calcular ya que

1 1 1
ME = ([01]"[va] "[og]") = | 1 2 —1
01 O
Tenemos
1 1 1 -3
Mgz5 0 0 2
1 -1 1
Entonces



d) Buscamos un subespacio W C R3 tal que S @ W = R3. Primero veamos cual debe
ser la dimension de W. Tenemos que:

3 = dim(R?) = dim(S & W) = dim(S) + dim(W) — dim(S N W) = 2 + dim(W)

Entonces dim(W) = 1.
Necesitamos una base de S, por ejemplo, Bs = {(1 1 0)7, (12 1)7}.

Vamos a proponer un subespacio W = gen{v} de modo tal que
SH+W =gen{(110)",(121)",0} =R®

Asi que elegimos v de modo que el conjunto {(1 1 0)7,(1 2 1), v} sea LI. Por
ejemplo: v = (00 1)T.
Verificamos la independencia lineal

11
1 2
0 0

— = O
oo
O~ =
— = O

Luego,
S+ W =gen{(110)", (1217, (001)"}

tiene dimensién 3 ya que {(110)%,(121)%,(00 1)”} es una base de S+ W (genera
S + W y es un conjunto LI).

Como S+W C R®y dim(S+W) = dim(R3) = 3, entonces S+W = R3. Ademds, por
el teorema de la dimensién resulta que dim(SNW) =0 asi que SNW = {(000)7}
y la suma es directa, es decir, S @ W = R3.

2. Consideremos los subespacios de R*:
Si=gen{(0010)",(110 — 1"}
Sy =gen{(1300)7,(0211)"}
H={rc€R*/ 3z, — x5+ 21, =0}
Hallar un subespacio T'C R* tal que

ST =5eT=H

Para que exista un subespacio T tal que S; @ T = H, es necesario que 51 C Hy T C H.
Analogamente, es necesario que S C H y T C H para que So @ T = H.

Necesitamos verificar primero que S; C H y S; C H. Para ello veremos que los genera-
dores de S y S5 pertenecen a H.

Comencemos con los generadores de Si:

» (0010)' e Hyaque3-0—0+2-0=0.
» (110 -1 eHyaque3 - 1—-1+2(-1)=0

Por lo tanto, S; C H.

Ahora vamos a chequear los generadores de Ss:



» (13007 eHyaque3d-1-3+2-0=0.
» (021 1) eHyaque3-0—-2+2-1=0

Tenemos entonces que S, C H.
Observemos que dim(S,) = dim(Ss) = 2 y dim(H) = 3, entonces dim(7T) = 1 ya que,
para que resulte una suma directa, dim(S; NT) = 0 para i = 1, 2. Entonces:

3=dim(H) =dim(S; ®T) = dim(S;) + dim(T) — dim(S; NT) = 2 + dim(T)

parat=1,2.
Luego dim(T) = 1.

Debemos proponer un subespacio T' = gen{v}, con v € H, de modo que

H=gen{(0010)",(110 —1)%,v} =gen{(1300)", (021 1), v}

Por ejemplo, T' = gen{(02 0 1)7}.

Notemos que (0 2 0 1)7 verifica la ecuacién que define a H ya que 3-0—2+2-1 = 0.
Luego T'C H.

Verifiquemos que S; @ T = H, éstoes, que S, +T=Hy S;NT ={(0000)"}
Tenemos que

Si+T=gen{(0010)7, (110 —1)",(0201)"}
Observemos que el conjunto {(0010)%, (110 —1)7,(020 1)7} es LI y genera S; + T,
por lo tanto es una base de S} + 7'y dim(S; +7T) = 3.

Como S1+T CH,yaque S CHyTCH,ydim(H)=dim(S +T) = 3 resulta que
Si+T=H.

Por otro lado, como dim(Sy +T) = 3, dim(S1) = 2 y dim(T) = 1, reemplazando en la
férmula de la dimensién del subespacio suma, tenemos que dim(S; N'7T) = 0 y por lo
tanto, S1NT = {(0000)"}.

La misma verificacion se hace para comprobar que S, & T = H.

Tenemos que
Sy +T =gen{(1300)", (021 1), (0201)"}

Observemos que el conjunto {(1300)7,(0211)%,(0201)T} es LI:
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Ademas este conjunto genera Sy+7T', por lo tanto es una base de So+T'y dim(Sy+T) = 3.

Como Sy +T C H,yaque So CHyT C H,ydim(H) = dim(Sy +T) = 3 resulta que
So+T =H.
Por otro lado, como dim(Sy +T') = 3, dim(S2) = 2 y dim(T') = 1, reemplazando en la

férmula de la dimensién del subespacio suma, tenemos que dim(Sy N T) = 0 y por lo
tanto, S, N'T = {(0000)7}.



